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Рассматривается задача построения множеств достижимости и
0-управляемости для стационарных линейных дискретных систем с сум-
марным ограничением на скалярное управление. Для случая квадратич-
ных ограничений и диагонализируемой матрицы системы данные мно-
жества построены явно в виде эллипсоидов. В общем случае предельные
множества достижимости и 0-управляемости представлены в виде непо-
движных точек сжимающего отображения в метрическом пространстве
компактов. На основе метода простой итерации предложена сходящаяся
процедура построения их внешних оценок с указанием априорной погреш-
ности аппроксимации. Приведены примеры.
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1. Введение

При исследовании динамических систем зачастую приходится учитывать
различные ограничения, наложенные на управляющие воздействия, что при-
водит к тому, что далеко не все терминальные состояния являются дости-
жимыми из заданного начального даже за бесконечное время. В результа-
те классических условий управляемости Калмана оказывается недостаточно,
чтобы сделать вывод о достижимости того или иного терминального состоя-
ния. В связи с этим представляется актуальной разработка методов, поз-
воляющих формировать конструктивное описание множеств достижимости,
т.е. множеств терминальных состояний, в которые можно перевести систе-
му из начала координат, и 0-управляемости, т.е. множеств начальных со-
стояний, из которых систему можно перевести в начало координат, за ко-
нечное число шагов, а также оценки предельных множеств достижимости

1 Работа выполнена при поддержке Российского научного фонда (проект №23-21-00293).
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и 0-управляемости [1]. Множества 0-управляемости и достижимости могут
быть использованы в ряде задач оптимального управления для формиро-
вания позиционного управления для систем с дискретным временем [2, 3].
Таким образом, при помощи предельных множеств можно судить о разреши-
мости данных задач в принципе.

На данный момент активно развиваются методы оценивания множеств до-
стижимости различных классов дискретных систем [4], гибридных систем [5],
а также систем с различными видами неопределенностей [6]. Известны ана-
литические представления множеств достижимости и 0-управляемости для
линейных систем с дискретным временем и ограничениями на функцию
управления в смысле l∞-нормы. В частности, доказано, что в случае линей-
ных ограничений на управление множества достижимости и 0-управляемости
за конечное число шагов представляют собой многогранники [2]. Для их
предельных аналогов сформулированы необходимые и достаточные условия
ограниченности [7–9]. При этом большая часть работ либо сфокусирована
на исследовании только общих свойств предельных множеств достижимо-
сти и 0-управляемости [8–12], либо рассматривает системы с неограниченным
управлением [10–14]. Только в ряде частных случаев предложены конструк-
тивные методы формирования внешних оценок на основе аппарата опорных
полупространств [15, 16] или принципа максимума [17].

Для систем с суммарными ограничениями на управление получено опи-
сание предельных множеств достижимости и 0-управляемости в виде мно-
гогранников для случая ограничений в смысле l1-нормы [18]. При выборе
lp-нормы с произвольным значением параметра p ∈ (1;+∞) сформулированы
и доказаны общие свойства предельных множеств достижимости и 0-управ-
ляемости [19]. В частности, доказано их представление в виде проекций су-
перэллипсоидальных множеств конечной [20, 21] и бесконечной размерностей,
что тесно связано со строго выпуклым анализом [22, 23], выпуклым програм-
мированием [24], теорией нормированных пространств [25] и линейных опе-
раторов [26].

Зачастую в задачах управления требуется исследовать заданное началь-
ное состояние на достижимость и управляемость, что сводится к проверке
принадлежности фиксированной точки фазового пространства предельному
множеству достижимости или 0-управляемости. Численно данная процедура
может быть сведена к вычислению функционала Минковского, но извест-
ных результатов [19] недостаточно для его построения в явном виде. Более
того, описание функционала Минковского образа выпуклого множества при
линейном преобразовании в общем случае является нетривиальной задачей.
По этой причине оказывается актуальной разработка методов, реализуемых
программно, которые позволят вычислить точно функционал Минковского
предельных множеств достижимости и 0-управляемости либо их внешних
оценок сколь угодно высокого порядка точности.
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В статье изучаются вопросы построения функционала Минковского мно-
жеств достижимости и 0-управляемости с суммарным ограничением на
управление в смысле lp-нормы в случае, когда они ограничены. Удается в
явном виде описать искомую функцию при квадратичных ограничениях на
управление и доказать, что исследуемые множества представляют собой эл-
липсоиды. Для случая произвольных нормированных пространств предель-
ные множества достижимости и 0-управляемости описываются в качестве
неподвижной точки сжимающего отображения в пространстве компактов,
наделенного метрикой Хаусдорфа. Это позволяет предложить сходящийся
итерационный процесс построения внешних оценок данных множеств с ука-
занием априорной погрешности в явном виде. Для ряда значений параметров
результирующие оценки имеют полиэдральную структуру, что делает воз-
можным их применение в расчетах на ЭВМ.

Содержание статьи следующее. В разделе 2 производится постановка за-
дачи. В разделе 3 обсуждаются вопросы вычисления функционала Минков-
ского предельных множеств достижимости и 0-управляемости. Для частного
случая l2-ограничений на управление и диагонализируемой матрицы системы
соответствующие множества строятся в явном виде. В разделе 4 описывается
аппарат сжимающих отображений, используемый для построения предель-
ных множеств достижимости и 0-управляемости. В разделе 5 предлагается
метод формирования внешних оценок данных множеств произвольного по-
рядка точности на основе метода простой итерации. В разделе 6 демонстри-
руется эффективность разработанного математического аппарата на различ-
ных примерах.

2. Постановка задачи

Рассматривается линейная система с дискретным временем и суммарным
ограничением на скалярное управление:

x(k + 1) = Ax(k) + bu(k), k ∈ N ∪ {0},

x(0) = x0,
∞∑
k=0

|u(k)|p � 1,
(1)

где x(k) ∈ R
n – вектор состояния системы, u(k) ∈ R – скалярное управляю-

щее воздействие, A ∈ R
n×n, b ∈ R

n – матрицы системы, p > 1 – параметр,
определяющий тип суммарного ограничения на управление.

Обозначим для произвольного N ∈ N ∪ {0} через Yp(N) множество дости-
жимости системы (1), т.е. множество тех состояний, в которые можно переве-
сти систему (1) заN шагов из 0 посредством выбора допустимого управления:

Yp(N) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

{
x ∈ R

n : x =
N−1∑
k=0

AN−k−1bu(k),
N−1∑
k=0

|u(k)|p � 1

}
, N ∈ N,

{0}, N = 0.

(2)
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Через Yp,∞ обозначим предельное множество достижимости системы (1), т.е.
множество тех состояний, в которые систему (1) можно перевести за конечное
число шагов посредством допустимого управления:

Yp,∞ =

∞⋃
N=0

Yp(N).(3)

Обозначим для произвольного N ∈ N ∪ {0} через Xp(N) множество
0-управляемости системы (1), т.е. множество тех начальных состояний, из
которых можно перевести систему (1) за N шагов в 0 посредством выбора
допустимого управления:

Xp(N) =(4)

=

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

{
x0 ∈ R

n : −ANx0 =

N−1∑
k=0

AN−k−1bu(k),

N−1∑
k=0

|u(k)|p � 1

}
, N ∈ N,

{0}, N = 0.

Через Xp,∞ обозначим предельное множество 0-управляемости системы (1),
т.е. множество тех начальных состояний, из которых систему (1) можно пе-
ревести в 0 за конечное число шагов посредством допустимого управления:

Xp,∞ =

∞⋃
N=0

Xp(N).(5)

Требуется разработать эффективный метод построения внешней оценки
множеств (3) и (5) с любой наперед заданной точностью. В качестве критерия
точности рассматривается расстояние Хаусдорфа ρH , а все множества пред-
полагаются элементами полного метрического пространства (Kn, ρH) [27]:

Kn = {X ⊂ R
n : X – компакт},

ρH(X ,Y) = max

{
sup
x∈X

inf
y∈Y

‖x− y‖r; sup
y∈Y

inf
x∈X

‖x− y‖r
}
,

‖x‖r =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

(
n∑

i=1

|xi|r
) 1

r

, r � 1,

max
i=1,n

|xi|, r = ∞.

3. Вопросы точного описания предельных множеств достижимости
и 0-управляемости

Обозначим через Ep(∞) шар единичного радиуса с центром в 0 в норми-
рованном пространстве lp [25]:

Ep(∞) =

{
u ∈ lp :

∞∑
k=1

|uk|p � 1

}
.
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Также будем отождествлять последовательность B = (b1, b2, . . .) ∈ lnq с линей-
ным оператором B : lp → R

n
r , действующим по правилу

Bu =

∞∑
k=1

ukbk.

Здесь предполагается, что числа p и q связаны соотношением 1
p + 1

q = 1, а
пространство R

n
r является нормированным пространством (Rn, ‖ · ‖r). Отсю-

да с учетом теоремы Рисса [25] следует ограниченность оператора B, что
позволяет рассматривать его как элемент нормированного пространства lnq с
определенной на нем операторной нормой:

‖B‖lnq = sup
u∈Ep(∞)

‖Bu‖r.

Для простоты будем также отождествлять произвольную последователь-
ность y ∈ lq с порожденным ею согласно теореме Рисса линейным и огра-
ниченным функционалом y : lp → R:

(y, u) =
∞∑
k=1

ykuk.

Существенными являются необходимые и достаточные условия ограни-
ченности множеств (3) и (5), определяемые матрицами системы A и b. Жор-
дановым базисом матрицы A называется набор линейно независимых век-
торов h1, . . . , hn ⊂ R

n, который задает преобразование подобия матрицы A
к ее вещественной жордановой канонической форме [28, раздел 3.4 гл. 3].
Такой базис единственен с точностью до ненулевых сомножителей и поряд-
ка векторов h1, . . . , hn, и каждый базисный вектор соответствует некоторой
жордановой клетке, т.е. некоторому собственному значению матрицы A. Ес-
ли разбить элементы жорданова базиса на три множества по критерию того,
соответствуют ли они собственному значению матрицы A большему, равному
или меньшему 1 по модулю, то получится определить следующие три инва-
риантных подпространства:

L<1 = Lin{hi : hi соответствует собственному значению λ, |λ| < 1},
L=1 = Lin{hi : hi соответствует собственному значению λ, |λ| = 1},
L>1 = Lin{hi : hi соответствует собственному значению λ, |λ| > 1}.

В [19] продемонстрировано, что Yp,∞ и Xp,∞ ограничены тогда и только тогда,
когда справедливы следующие условия соответственно:

Y∞ = (b,Ab,A2b, . . .) ∈ lnq или b ∈ L<1,(6)

X∞ = (A−1b,A−2b, . . .) ∈ lnq или b ∈ L>1.(7)
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В этих случаях справедливы представления:

Yp,∞ = Y∞Ep(∞) ∈ Kn,(8)

X p,∞ = X∞Ep(∞) ∈ Kn.(9)

Согласно (8) и (9) предельные множества Yp,∞, Xp,∞ представляют собой вы-
пуклые множества, а следовательно, для их конструктивного описания по-
средством алгебраических неравенств может быть использован функционал
Минковского [25, разд. 3, §2, гл. III]:

μ(u,U) = inf{t > 0: u ∈ tU}.
Продемонстрируем сложность вычисления функционала Минковского мно-
жеств (3) и (5) для произвольного значения параметра p, а также приведем
частный случай, когда данное описание удается построить.

Лемма 1. Пусть L1, L2 – нормированные пространства, U⊂L1 – выпук-
лое и ограниченное множество, 0 ∈ intU , B : L1 → L2 – линейный, сюръек-
тивный и ограниченный оператор.
Тогда

μ(x,BU) = inf
u∈B−1({x})

μ(u,U).

Доказательство леммы 1 и всех последующих утверждений приведено в
Приложении.

Получим следствия леммы 1, полагая L1 = lp, L2 = R
n, U = Ep(∞). Вы-

бор нормы в пространстве R
n несущественен, так как значение функциона-

ла Минковского не зависит от нормы, а в силу эквивалентности всех норм
в конечномерном пространстве [25] оператор B будет ограничен для любой
нормы в R

n. Но для краткости обозначений будем полагать R
n евклидовым

со скалярным произведением, определяемым соотношением

(x, y) = xTy =
n∑

i=1

xiyi.

Введем нелинейный оператор Ip(u) : lp → lq по формуле

Ip(u) =
(
sign(u1)|u1|p−1, sign(u2)|u2|p−1, . . .

)
.

Обратным оператором к Ip является оператор Iq. Через B∗ : Rn → lq обозна-
чим оператор, сопряженный к B.

Лемма 2. Пусть B ∈ lnq – сюръекция. Тогда для любого x ∈ R
n верно, что

μ(x,BEp(∞)) = ‖B∗λ‖q−1
lq

,

где λ ∈ R
n удовлетворяет условию

BIq(B
∗λ) = x.(10)
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Согласно лемме 2 и представлениям (8) и (9) вычисление функциона-
ла Минковского для предельных множеств достижимости и управляемости
может быть сведено к решению системы нелинейных уравнений вида (10)
при выборе в качестве B операторов Y∞ и X∞ соответственно, что являет-
ся нетривиальной задачей в общем случае. Хотя при значении параметров
p = q = 2 решение системы можно получить в явном виде.

Сл ед с т в и е 1. Пусть p = q = 2, B ∈ lnq – сюръекция.
Тогда для любого x ∈ R

n верно, что

μ(x,BE2(∞)) =
√
xT(BB∗)−1x.

Применение следствия 1 для построения Y2,∞ и X2,∞ определяется воз-
можностью построить явно матрицу BB∗ ∈ R

n×n, что согласно определению
оператора B сводится к вычислению сходящегося ряда:

BB∗ =
∞∑
k=1

bkb
T
k ,

где B полагается равным Y∞ или X∞.

Лемма 3. Пусть A ∈ R
n×n обладает n линейно независимыми собствен-

ными векторами h1, . . . , hn ∈ C
n, соответствующими собственным значе-

ниям λ1, . . . , λn ∈ C, Λ = diag (λ1, . . . , λn), S = (h1, . . . , hn) ∈ C
n×n. Исполь-

зованы следующие обозначения:

H = S

⎛
⎜⎝β11 . . . β1n
...

. . .
...

βn1 . . . βnn

⎞
⎟⎠ST,

⎛
⎜⎝α11 . . . α1n
...

. . .
...

αn1 . . . αnn

⎞
⎟⎠ = S−1bbT(S−1)T, βij =

⎧⎨
⎩

αij

1− λiλj
, λiλj 	= 1,

0, λiλj = 1.

Тогда
1) в случае b ∈ L<1 верно представление

Y2,∞ = {x ∈ R
n : xTHY ,∞x � 1},

где HY ,∞ = H−1;
2) в случае b ∈ L>1 и detA 	= 0 верно представление

X 2,∞ =
{
x ∈ R

n : xTHX ,∞x � 1
}
,

где H−1
X ,∞ = −H−1.
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4. Предельные множества достижимости
и 0-управляемости как неподвижная точка

Приведем свойства принципа сжимающих отображений и неподвижных
точек, полезные для представления множеств (3) и (5). Известно, что множе-
ства (2) и (4) являются выпуклыми компактами и допускают представление
в виде образа Ep(∞) при линейном преобразовании [19, лемма 9]:

Yp(N) = YNEp(∞), YN = (b,Ab, . . . , AN−1b, 0, . . .) ∈ lnq ,(11)

Xp(N) =XNEp(∞), XN = (A−1b,A−2b, . . . , A−N b, 0, . . .) ∈ lnq , detA 	= 0.(12)

Представим операторы X∞ и Y∞ в качестве неподвижных точек сжимаю-
щего отображения. Для этого введем два линейных и ограниченных опера-
тора MULTA,R : lnq → lnq :

MULTAB
′ = (Ab1, Ab2, . . .), A ∈ R

n×n,

RB′ = (0, b1, b2, . . .).

Для произвольных A ∈ R
n×n, b ∈ R

n определим отображение FA,b : l
n
q → lnq

следующим образом:

FA,b(B
′) = R ◦MULTAB

′ + (b, 0, 0, . . .) = (b,Ab1, Ab2, . . .).(13)

Для произвольного M ∈ N через F
(M)
A,b : lnq → lnq обозначим M -кратную ком-

позицию отображения FA,b:

F
(M)
A,b (B

′) = (FA,b ◦ . . . ◦ FA,b︸ ︷︷ ︸
M

)(B′).

Лемма 4. Пусть Y∞ ∈ lnq . Тогда Y∞ – неподвижная точка отображе-
ния FA,b.

Лемма 5. Пусть detA 	= 0, X∞ ∈ lnq . Тогда X∞ – неподвижная точка
отображения FA−1,A−1b.

Лемма 6. Пусть все собственные значения матрицы A ∈ R
n×n по мо-

дулю строго меньше 1. Тогда для любого b ∈ R
n

1) существует M ∈ N такое, что AM : Rn
r → R

n
r – сжимающее отобра-

жение с коэффициентом сжатия αr ∈ [0; 1);

2) F
(M)
A,b – сжимающее отображение с коэффициентом сжатия αr.

Сл ед с т в и е 2. Пусть все собственные значения матрицы A ∈ R
n×n по

модулю строго меньше 1. Тогда Y∞ – единственная неподвижная точка
отображения FA,b. Если M ∈ N – такое число, что AM : Rn

r → R
n
r – сжи-

мающее отображением с коэффициентом сжатия αr ∈ [0; 1), то

‖Y∞ − YNM‖lnq � αN
r

1− αr
‖YM‖lnq .
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Сл ед с т в и е 3. Пусть все собственные значения матрицы A ∈ R
n×n по

модулю строго больше 1. Тогда X∞ – единственная неподвижная точка
отображения FA−1,A−1b. Если M ∈ N – такое число, что A−M : Rn

r → R
n
r –

сжимающее отображением с коэффициентом сжатия βr ∈ [0; 1), то

‖X∞ −XNM‖lnq � βN
r

1− βr
‖XM‖lnq .

Оценки операторов Y∞ и X∞, полученные на основе метода простой ите-
рации в следствиях 2 и 3, можно также распространить на множества (3)
и (5).

Лемма 7. Пусть B′, C ′ ∈ lnq . Тогда

ρH(B′Ep(∞), C ′Ep(∞)) � ‖B′ − C ′‖lnq .

Те ор ем а 1. Пусть все собственные значения A ∈ R
n×n по модулю

строго меньше 1, M ∈ N такое, что отображение AM : Rn
r → R

n
r является

сжимающим с коэффициентом сжатия αr ∈ [0; 1). Тогда для любого N ∈ N

справедливо неравенство

ρH
(Yp,∞,Yp(NM)

)
� αN

r

1− αr
‖YM‖lnq .

Те ор ем а 2. Пусть все собственные значения A ∈ R
n×n по модулю

строго больше 1, M ∈ N такое, что отображение A−M : Rn
r → R

n
r является

сжимающим с коэффициентом сжатия βr ∈ [0; 1). Тогда для любого N ∈ N

справедливо неравенство

ρH
(X p,∞,Xp(NM)

)
� βN

r

1− βr
‖XM‖lnq .

Следствие 2 и теорема 1 базируются на том, что построенный опера-
тор F

(M)
A,b оказывается сжимающими, если аналогичным свойством обладает

матрица AM , а также он наследует коэффициент сжатия данной матрицы.
Добиться того, чтобы для некоторого M ∈ N отображение AM оказалось сжа-
тием, возможно в том и только в том, случае, если все собственные значения A
по модулю строго меньше 1. Следует отметить, что данное условие является
только достаточным условием ограниченности предельного множества дости-
жимости Yp,∞, но не необходимым. Необходимое и достаточное условие огра-
ниченности представляет собой включение b ∈ L<1 [19]. Даже если матрица A
обладает собственными значениями, большими либо равными по модулю 1,
при выполнении условия b ∈ L<1 множество Yp,∞ будет ограниченным, одна-
ко непосредственно использовать аппарат сжимающих отображений для его
построения окажется невозможным в силу отсутствия коэффициента сжатия
у матрицы AM при любом M ∈ N.
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Тем не менее при b ∈ L<1 можно сузить фазовое пространство системы (1)
до инвариантного подпространства L<1, на котором отображение A будет об-
ладать только собственными значениями, строго меньшими 1 по модулю. Это
позволит воспользоваться следствием 2 и теоремой 1 для построения множе-
ства Yp,∞. Аналогичные рассуждения справедливы и для множества Xp,∞,
следствия 3 и теоремы 2 при замене A на A−1, b на A−1b и L<1 на L>1.

Отдельно следует отметить случай, когда при разложении b по веществен-
ному жорданову базису A компоненты, соответствующие L=1, оказываются
отличными от 0, т.е. A обладает собственными значениями, равными по моду-
лю 1. Тогда неограниченными оказываются оба множества Yp,∞ и Xp,∞, что
не позволяет представить их в виде неподвижных точек сжимающих отобра-
жений.

5. Метод построения внешних оценок предельных множеств

Рассмотрим вопросы конструирования внешних оценок множеств Yp,∞
и Xp,∞. В [19] предложены методы построения множеств Yp(N) и Xp(N) для
любого произвольного N ∈ N на основе точного описания их опорных функ-
ций. При этом теоремы 1 и 2 дают априорную оценку точности при рассмот-
рении множеств (2) и (4) в качестве внутренней аппроксимации предельных
множеств (3) и (5) соответственно. В сочетании со свойствами расстояния
Хаусдорфа это позволяет также построить внешнюю аппроксимацию.

Для этого обозначим через Br
R(x0) ⊂ R

n
r шар радиуса R с центров в x0 в

пространстве R
n
r .

Те ор ем а 3. Пусть все собственные значения A ∈ R
n×n по модулю

строго меньше 1, M ∈ N такое, что отображение AM : Rn
r → R

n
r является

сжимающим с коэффициентом сжатия αr ∈ [0; 1). Тогда для любого N ∈ N

справедливо включение

Yp,∞ ⊂ Yp(NM) + Br
RN

(0),

RN =
αN
r

1− αr
‖YM‖lnq .

Те ор ем а 4. Пусть все собственные значения A ∈ R
n×n по модулю

строго больше 1, M ∈ N такое, что отображение A−M : Rn
r → R

n
r является

сжимающим с коэффициентом сжатия βr ∈ [0; 1). Тогда для любого N ∈ N

справедливо включение

Xp,∞ ⊂ Xp(NM) + Br
RN

(0),

RN =
βN
r

1− βr
‖XM‖lnq .

Поскольку величина RN в предположениях теорем 3 и 4 стремится к 0, они
позволяют построить с произвольной степенью точности внешние оценки пре-
дельных множеств достижимости Yp,∞ и 0-управляемости Xp,∞ системы (1)
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в предположении, что множества достижимости {Yp(N)}∞N=0 и 0-управляе-
мости {Xp(N)}∞N=0 за конечное число шагов построены. Для их построения
можно воспользоваться результатами, представленными в [19, теорема 1], где
для управляемых по Каллману систем для множеств (2) и (4) в явном виде
указано описание произвольной опорной гиперплоскости и точки касания в
зависимости от выбранного опорного вектора.

Определенную сложность составляет вычисление значений величин M , αr,
βr, ‖YM‖lnq и ‖XM‖lnq . В общем случае αr представляет собой операторную
норму AM : Rn

r → R
n
r :

αr = max
‖x‖r�1

‖AMx‖r.(14)

Задача выпуклого программирования (14) может быть решена числено для
выбранного значения параметра r ∈ [1;∞]. При этом для значений r ∈
∈ {1, 2,∞} известны аналитические представления [25]:

α1 = max
1�j�n

n∑
i=1

|aij |, α2 =

√√√√ n∑
i=1

n∑
j=1

a2ij, α∞ = max
1�i�n

n∑
j=1

|aij |,

где через aij обозначены компоненты матрицы AM . Значение βr определяется
аналогичным образом при замене матрицы A на A−1.

Величина M может быть определена через последовательное вычисление
αr или βr, пока не будет выполнено условие αr ∈ [0; 1) при построении Yp,∞
или βr ∈ [0; 1) при построении Xp,∞. Априорные оценки M неизвестны, хотя
для случая, когда A обладает n линейно независимыми собственными векто-
рами, M = 1.

Методы вычисления ‖YM‖lnq и ‖XM‖lnq представим в виде следующей тео-
ремы.

Те ор ем а 5. Пусть для некоторого M ∈ N верно представление

B′ =

⎛
⎜⎝y1

...
yn

⎞
⎟⎠ =

⎛
⎜⎝b11 . . . b1M 0 . . .
...

...
...

bn1 . . . bnM 0 . . .

⎞
⎟⎠ ∈ lnq .

Тогда справедливы следующие оценки:
1) для всех r ∈ [1;∞) и p > 1 вычисление ‖B′‖lnq сводится к решению за-

дачи выпуклого программирования:

(
‖B′‖lnq

)r
= max

M∑

k=1
|uk|p=1

n∑
i=1

∣∣∣∣∣
M∑
k=1

bikuk

∣∣∣∣∣
r

;
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2) для всех r ∈ [1;∞) и p > 1

‖B′‖lnq �

⎛
⎝ n∑

i=1

(
M∑
k=1

|bik|q
) r

q

⎞
⎠

1
r

;

3) если M = 1, то

‖B′‖lnq =

(
n∑

i=1

|bi1|r
) 1

r

;

4) если r = p = 2, то

‖B′‖lnq =
√

max
λ∈σ(BTB)

|λ|,

B =

⎛
⎜⎝b11 . . . b1M
...

...
bn1 . . . bnM

⎞
⎟⎠ ∈ R

n×M ,

σ(A) = {λ ∈ C : λ – собственное значение A};
5) если r = ∞, то

‖B′‖lnq = max
i=1,n

(
M∑
k=1

|bik|q
) 1

q

;

если r = 1, то

‖B′‖lnq = max
γi∈{−1;1}

i=1,n

(
M∑
k=1

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

γibik

∣∣∣∣∣
q) 1

q

.

Теорема 5 позволяет использовать внешние оценки, полученные в теоре-
мах 3 и 4, при любом значении параметра r. Однако с точки зрения удобства
наиболее подходящими являются значения r = 1 и r = ∞, так как в данных
случаях известны аналитические выражения для αr, βr и ‖YM‖lnq , ‖XM‖lnq ,
а шар Br

R(0) является многогранником:

B1
R(0) = conv

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

⎛
⎜⎜⎜⎝
±1
0
...
0

⎞
⎟⎟⎟⎠ ,

⎛
⎜⎜⎜⎝

0
±1
...
0

⎞
⎟⎟⎟⎠ ,

⎛
⎜⎜⎜⎝

0
0
...
±1

⎞
⎟⎟⎟⎠

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭ ,

B∞
R (0) = conv

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

⎛
⎜⎜⎜⎝
γ1
γ2
...
γn

⎞
⎟⎟⎟⎠ : γi ∈ {−1; 1}, i = 1, n

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭ .

14



6. Примеры

Продемонстрирующие результаты теорем 3–5 на примерах.

Прим ер 1. Пусть для p = 4
3 система (1) имеет следующие матрицы:

A = 0,9

(
cos(2) sin(2)
− sin(2) cos(2)

)
, b =

(
2
2

)
.(15)

Рассмотрим два значения r ∈ {1,∞}. Положим M = 4. Тогда соответствую-
щие операторные нормы AM , определяемые соотношениями (14), примут зна-
чения

α1 = α∞ = 0,4648.

С учетом пп. 5 и 6 теоремы 5 справедливы равенства

‖YM‖ln4 =

{
4,0976, r = 1,

2,4962, r = ∞.

Вычислим согласно теореме 3 значение RN для различных N ∈ {1, 2, 3, 4}.
В случае r = 1 получим следующие результаты:

R1 = 3,5592, R2 = 1,6545, R3 = 0,7691, R4 = 0,3575.

В случае r = ∞ получим следующие результаты:

R1 = 2,1681, R2 = 1,0078, R3 = 0,4685, R4 = 0,2178.

Тогда можно построить оценки множества Y 4
3
,∞ согласно теореме 3. Ре-

зультаты представлены на рис. 1 и 2. Множества Y 4
3
(4), Y 4

3
(8), Y 4

3
(12), Y 4

3
(16)

построены на основе метода, представленного в [19]. Пунктирными линиями
обозначены внешние оценки множества Y 4

3
,∞ для различных N ∈ {1, 2, 3, 4}

при r = 1 на рис. 1 и при r = ∞ на рис. 2.

Прим ер 2. Пусть для p = 4 система (1) имеет следующие матрицы:

A =

(
0,8 0,2
0 0,7

)
, b =

(
1
2

)
.(16)

Рассмотрим два значения r ∈ {1,∞}. Положим M = 4. Тогда соответствую-
щие операторные нормы AM , определяемые соотношениями (14), примут зна-
чения

α1 = 0,5791, α∞ = 0,7486.

С учетом пп. 5 и 6 теоремы 5 справедливы равенства

‖YM‖ln4 =

{
6,8891, r = 1,

3,6717, r = ∞.
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Рис. 1. Множества достижимости Y 4
3
(4), Y 4

3
(8), Y 4

3
(12), Y 4

3
(16) (сплошные

линии) и оценки Y 4
3 ,∞ (пунктирные линии), полученные на основе теоремы 3

для r = 1 и матриц системы (15).

Рис. 2. Множества достижимости Y 4
3
(4), Y 4

3
(8), Y 4

3
(12), Y 4

3
(16) (сплошные

линии) и оценки Y 4
3 ,∞ (пунктирные линии), полученные на основе теоремы 3

для r = ∞ и матриц системы (15).
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Рис. 3. Множества достижимости Y4(4), Y4(8), Y4(12), Y4(16) (сплошные ли-
нии) и оценки Y4,∞ (пунктирные линии), полученные на основе теоремы 3 для
r = 1 и матриц системы (16).

Рис. 4. Множества достижимости Y4(4), Y4(8), Y4(12), Y4(16) (сплошные ли-
нии) и оценки Y4,∞ (пунктирные линии), полученные на основе теоремы 3 для
r = ∞ и матриц системы (16).
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Вычислим согласно теореме 3 значение RN для различных N ∈ {1, 2, 3, 4}.
В случае r = 1 получим следующие результаты:

R1 = 9,4784, R2 = 5,4890, R3 = 3,1887, R4 = 1,8408.

В случае r = ∞ получим следующие результаты:

R1 = 10,9333, R2 = 8,1847, R3 = 6,1271, R4 = 4,5867.

Тогда можно построить оценки множества Y4,∞ согласно теореме 3. Ре-
зультаты представлены на рис. 3 и 4. Множества Y4(4), Y4(8), Y4(12), Y4(16)
построены на основе метода, представленного в [19]. Пунктирными линиями
обозначены внешние оценки множества Y4,∞ для различных N ∈ {1, 2, 3, 4}
при r = 1 на рис. 3 и при r = ∞ на рис. 4.

В примере 1 точность аппроксимации оказалась выше для r = ∞, в то
время как в примере 2 более качественные результаты получаются при r = 1.
В общем случае допустимо вычислить оценки для различных значений пара-
метра r ∈ [1;∞], а итоговую оценку рассматривать в виде их пересечения.

Прим ер 3. Рассмотрим отдельно случай p = 2, для которого предельные
множества достижимости можно построить явно на основе леммы 3. Отме-
тим, что с точки зрения леммы 3 не существенно, являются собственные
значения матрицы A действительными или комплексными. В промежуточ-
ных вычислениях при построении матрицы HY ,∞ могут использоваться ком-
плексные числа, но результирующая матрица квадратичной формы, которая
определяет структуру Y2,∞, в любом случае окажется действительной.

Для случая (15) верно, что

λ1 = −0,3329 + 0,7274i, λ2 = −0,3329 − 0,7274i, S =

(
0,7071 0,7071
0,7071i −0,7071i

)
,(

α11 α12

α21 α22

)
=

(−4i 4
4 4i

)
,(

β11 β12
β21 β22

)
=

(−0,8625 − 2.5257i 11,1111
11,1111 −0,8625 + 2.5257i

)
.

Отсюда окончательно получим

HY ,∞ =

(
0,1029 −0,0217
−0,0217 0,0881

)
.

Результаты представлены на рис. 5. Множества Y2(2), Y2(3), Y2(4), Y2(5) по-
строены на основе метода из [19].

Аналогично для случая (16) верно, что

λ1 = −0,8, λ2 = −0,7, S =

(
1 −0,8944
0 0,4472

)
,(

α11 α12

α21 α22

)
=

(
25 22,3607

22,3607 20

)
,

(
β11 β12
β21 β22

)
=

(
69,4444 50,8197
50,8197 39,5197

)
.
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Рис. 5. Множества достижимости Y2(2), Y2(3), Y2(4), Y2(5) (сплошные ли-
нии) и Y2,∞ (пунктирная линия), полученные на основе леммы 3 и матриц
системы (15).

Рис. 6. Множества достижимости Y2(2), Y2(3), Y2(4), Y2(5) (сплошные ли-
нии) и Y2,∞ (пунктирная линия), полученные на основе леммы 3 и матриц
системы (16).
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Отсюда окончательно получим

HY ,∞ =

(
0,2788 −0,2503
−0,2503 0,3522

)
.

Результаты представлены на рис. 6. Множества Y2(2), Y2(3), Y2(4), Y2(5)
построены на основе метода из [19].

Прим ер 4. С учетом соотношений (12) и (11) результаты примера 1 и
рис. 1 и 2 соответствуют аналогичным построениям для множеств 0-управ-
ляемости {X 4

3
(N)}∞N=0 и X 4

3
,∞ при замене A на A−1 и b на A−1b:

A =
10

9

(
cos(2) − sin(2)
sin(2) cos(2)

)
, b =

⎛
⎜⎝
10

9
(cos(2) − sin(2))

10

9
(cos(2) + sin(2))

⎞
⎟⎠ .

Также результаты примера 2 и рис. 3 и 4 соответствуют аналогичным
построениям для множеств 0-управляемости {X4(N)}∞N=0 и X4,∞ при замене
A на A−1 и b на A−1b:

A =

⎛
⎜⎝
5

4
− 5

14

0
10

7

⎞
⎟⎠ , b =

⎛
⎜⎝
15

28
20

7

⎞
⎟⎠ .

7. Заключение

В статье рассмотрена задача построения предельных множеств достижи-
мости и 0-управляемости для стационарных линейных дискретных систем
с суммарным ограничением на скалярное управление. Продемонстрировано,
что в общем случае вычисление функционала Минковского для данных мно-
жеств сводится к операции проектирования шара из нормированного про-
странства lp на конечномерное фазовое пространство и к решению систем
нелинейных уравнений. Для случая квадратичных ограничений и диагона-
лизируемой матрицы системы составленные уравнения удается решить ана-
литически, что позволяет описать функционал Минковского в явном виде.
В общем случае предельные множества достижимости и 0-управляемости
удается представить в виде неподвижных точек сжимающего отображения
в метрическом пространстве компактов, коэффициент сжатия которого воз-
можно вычислить численно. Данный факт позволяет оценить погрешность
метода простой итерации при построении исследуемых множеств, что в соче-
тании со свойствами метрики Хаусдорфа приводит к возможности построить
их внешние оценки произвольного порядка точности. В частном случае при
выборе в качестве нормы в фазовом пространстве нормы Минковского или
Чебышева результирующие оценки обладают полиэдральной структурой.
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В дальнейшем предполагается обобщить полученные результаты на систе-
мы с векторным управлением. В частности, для этого требуется разработать
модель учета суммарных ограничений, например, посредством использова-
ния функционала Минковского относительно некоторого «ценового» множе-
ства. Другой проблемой является построение рекуррентного описания для
множеств достижимости и 0-управляемости, которое позволило бы искать их
предельные аналоги в виде неподвижных точек подобно результатам, полу-
ченным для случая раздельных ограничений на управление в каждый момент
времени [15].

ПРИЛОЖЕНИЕ

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 1. По определению функционала Минков-
ского для любого x ∈ L2 верны соотношения

μ(x,BU) = inf{t > 0: x ∈ tBU} = inf{t > 0: ∃u ∈ tU , x = Bu} =

= inf{t > 0: ∃u ∈ B−1({x}), u ∈ tU} = inf
u∈B−1({x})

inf{t > 0: u ∈ tU} =

= inf
u∈B−1({x})

μ(u,U).

Лемма 1 доказана.

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 2. Поскольку в силу теоремы Рисса опера-
тор B линеен и ограничен, то согласно лемме 1

(μ(x,BEp(∞)))p =

(
inf

u∈B−1({x})
μ(u, Ep(∞))

)p

= inf
Bu=x
u∈lp

∞∑
k=1

|uk|p.(Π.1)

Для решения оптимизационной задачи (Π.1) воспользуемся методом
множителей Лагранжа для бесконечномерных пространств [29]. Функция
Лагранжа для λ ∈ R

n имеет вид

L(u, λ) =
∞∑
k=1

|uk|p + λT(x−Bu).

Тогда поиск минимума в задаче (Π.1) сводится к решению системы уравнений⎧⎨
⎩

∂L

∂uk
= 0, k ∈ N,

Bu = x,

{
pIp(u)−B∗λ = 0,

Bu = x,⎧⎨
⎩u = I−1

p

(
1

p
B∗λ

)
= Iq

(
1

p
B∗λ

)
,

Bu = x.
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Отсюда с учетом (Π.1) и тождества
∞∑
k=1

|uk|p = (u, Ip(u)) следует, что

(μ(x,BEp(∞))p =

(
Iq

(
1

p
B∗λ

)
, Ip

(
Iq

(
1

p
B∗λ

)))
=

=

(
Iq

(
1

p
B∗λ

)
,
1

p
B∗λ

)
=

∥∥∥∥1pB∗λ
∥∥∥∥q

lq

,

BIq

(
1

p
B∗λ

)
= x.

Переобозначив 1
pλ на λ, окончательно получим

μ(x,BEp(∞)) = ‖B∗λ‖
q
p

lq
= ‖B∗λ‖q−1

lq
,

где λ ∈ R
n определяется из (10).

Лемма 2 доказана.

Дока з а т е л ь с т в о с л е д с т в и я 1. По определению оператор I2 являет-
ся тождественным. Тогда условие (10) примет вид

BB∗λ = x.

Поскольку B сюръективен, то оператор BB∗ : Rn → R
n и порождающая его

матрица обратимы, что приводит к соотношению

λ = (BB∗)−1x.

С учетом леммы 2 получим

μ(x,BE2(∞)) = ‖B∗(BB∗)−1x‖2 =
√

(B∗(BB∗)−1x,B∗(BB∗)−1x) =

=
√

xT(BB∗)−1x.

Следствие 1 доказано.

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 3. Положим B = Y∞. Тогда с учетом спек-
трального разложения матрицы A = SΛS−1 для всех k ∈ N верны равенства

bkb
T
k = Ak−1bbT(Ak−1)T = SΛk−1S−1bbT(S−1)TΛk−1ST =

= Sdiag (λk−1
1 , . . . , λk−1

n )

⎛
⎜⎝α11 . . . α1n

...
. . .

...
αn1 . . . αnn

⎞
⎟⎠ diag (λk−1

1 , . . . , λk−1
n )ST =

= S

⎛
⎜⎝(λ1λ1)

k−1α11 . . . (λ1λn)
k−1α1n

...
. . .

...
(λnλ1)

k−1αn1 . . . (λnλn)
k−1αnn

⎞
⎟⎠ST.
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В силу включения b ∈ L<1 коэффициенты αij равны нулю для всех i, j = 1, n
таких, что хотя бы одно из двух собственных значений λi или λj оказывается
по модулю больше либо равно 1:

αij = 0, если |λi| � 1 или |λj | � 1.(Π.2)

Отсюда с учетом выражения для суммы бесконечной убывающей геометри-
ческой прогрессии следует равенство

∞∑
k=1

(λiλj)
k−1αij =

⎧⎨
⎩

αij

1− λiλj
, |λi| < 1 и |λj | < 1,

0, |λi| � 1 или |λj | � 1,

которое в силу (Π.2) совпадает с определением βij .
Тогда верна следующая цепочка равенств:

BB∗ =
∞∑
k=1

bkb
T
k = S

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

∞∑
k=1

(λ1λ1)
k−1α11 . . .

∞∑
k=1

(λ1λn)
k−1α1n

...
. . .

...
∞∑
k=1

(λnλ1)
k−1αn1 . . .

∞∑
k=1

(λnλn)
k−1αnn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

ST =

= S

⎛
⎜⎝β11 . . . β1n

...
. . .

...
βn1 . . . βnn

⎞
⎟⎠ST = H.

Отсюда с учетом следствия 1 вытекает равенство HY ,∞ = H−1.
Второй пункт леммы 3 доказывается аналогично при переобозначении B =

= X∞.
Лемма 3 доказана.

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 4. Доказательство вытекает непосредствен-
но из (6) и (13).

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 5. Доказательство вытекает непосредствен-
но из (7) и (13).

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 6. Так как все собственные значения матри-
цы A по модулю строго меньше 1, согласно [22, теорема 5.6.12] ‖Ak‖ k→∞−→ 0.
Тогда по определению предела для αr ∈ [0; 1) найдется M ∈ N такое, что
‖AM‖ = sup

‖x‖r�1
‖AMx‖r < αr. Поскольку справедливо неравенство

‖AM (x− y)‖r � ‖AM‖‖x− y‖r � αr‖x− y‖r,

AM является сжатием с коэффициентом αr ∈ [0; 1).
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Пусть B′ = (b1, b2, . . .) ∈ lnq , C ′ = (c1, c2, . . .) ∈ lnq . Тогда∥∥∥F(M)
A,b (B

′)− F
(M)
A,b (C

′)
∥∥∥
lnq

=
∥∥(b,Ab, . . . AM−1b,AM b1, A

M b2, . . .)−

− (b,Ab, . . . AM−1b,AM c1, A
Mc2, . . .)

∥∥
lnq

=

=
∥∥(0, . . . , 0, AM (b1 − c1), A

M (b2 − c2), . . .)
∥∥
lnq

=

=
∥∥(AM (b1 − c1), A

M (b2 − c2), . . .)
∥∥
lnq

=

= sup
u∈Ep(∞)

‖(AM (b1 − c1), A
M (b2 − c2), . . .)u‖r =

= sup
u∈Ep(∞)

∥∥∥∥∥
∞∑
k=1

AM (bk − ck)uk

∥∥∥∥∥
r

= sup
u∈Ep(∞)

∥∥∥∥∥AM
∞∑
k=1

bkuk −AM
∞∑
k=1

ckuk

∥∥∥∥∥
r

�

� sup
u∈Ep(∞)

αr

∥∥∥∥∥
∞∑
k=1

bkuk −
∞∑
k=1

ckuk

∥∥∥∥∥
r

= αr‖B′ − C ′‖lnq .

Лемма 6 доказана.

Дока з а т е л ь с т в о с л е д с т в и я 2. В силу теоремы 6 отображе-
ние F

(M)
A,b – сжатие, при этом пространство lnq полное. Тогда в силу принципа

сжимающих отображения Банаха [25] существует единственная неподвижная
точка F

(M)
A,b . При этом по построению неподвижная точка отображения FA,b

должна являться также неподвижной точкой отображения F
(M)
A,b . С учетом

леммы 4 единственной неподвижной точкой F
(M)
A,b является Y∞ ∈ lnq . Откуда

следует, что Y∞ является единственной неподвижной точкой FA,b.

Заметим, что справедливо представление F
(NM)
A,b (O) = YNM , где через

O : lp → R
n
r обозначен нулевой оператор, который отождествляется с нулевой

последовательностью (0, 0, . . .) ∈ lnq . Тогда согласно теореме 6

‖Y∞ − YNM‖lnq =
∥∥∥F(M)

A,b (Y∞)− F
(M)
A,b

(
F
(NM−M)
A,b (O)

)∥∥∥
lnq

�

� αr

∥∥∥Y∞ − F
(NM−M)
A,b (O)

∥∥∥
lnq

�

� αr

∥∥∥Y∞ −F
(NM)
A,b (O)

∥∥∥
lnq
+ αr

∥∥∥F(NM)
A,b (O)− F

(NM−M)
A,b (O)

∥∥∥
lnq

�

� αr

∥∥∥Y∞ − F
(NM)
A,b (O)

∥∥∥
lnq
+ αN

r

∥∥∥F(M)
A,b (O)−O

∥∥∥
lnq

=

= αr ‖Y∞ − YNM‖lnq + αN
r ‖YM‖lnq ,

‖Y∞ − YNM‖lnq � αN
r

1− αr
‖YM‖lnq .

Следствие 2 доказано.
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Дока з а т е л ь с т в о с л е д с т в и я 3. Доказательство вытекает из след-
ствия 2 при замене A на A−1, b на A−1b в совокупности с леммой 5 и тем
фактом, что собственные значения A−1 взаимно обратны собственным зна-
чениям A [28].

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 7. Рассмотрим величину

ρH(B′Ep(∞), C ′Ep(∞)) =

= max

{
sup

x∈B′Ep(∞)
inf

y∈C′Ep(∞)
‖x− y‖r; sup

x∈C′Ep(∞)
inf

y∈B′Ep(∞)
‖x− y‖r

}
=

= max

{
sup

u∈Ep(∞)
inf

v∈Ep(∞)
‖B′u− C ′v‖r; sup

u∈Ep(∞)
inf

v∈Ep(∞)
‖C ′u−B′v‖r

}
,

sup
u∈Ep(∞)

inf
v∈Ep(∞)

‖C ′u−B′v‖r = sup
u∈Ep(∞)

inf
v∈Ep(∞)

‖B′u− C ′v‖r =

= sup
u∈Ep(∞)

inf
v∈Ep(∞)

‖B′u− C ′u+ C ′u− C ′v‖r �

� sup
u∈Ep(∞)

inf
v∈Ep(∞)

(‖B′u− C ′u‖r + ‖C ′u− C ′v‖r) =

= sup
u∈Ep(∞)

(
‖(B′ − C ′)u‖r + inf

v∈Ep(∞)
‖C ′(u− v)‖r

)
=

= sup
u∈Ep(∞)

‖(B′ − C ′)u‖r = ‖B′ − C ′‖lnq .

Окончательно получим

ρH(B′Ep(∞), C ′Ep(∞)) � ‖B′ − C ′‖lnq .

Лемма 7 доказана.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 1. Доказательство следует непосредствен-
но из следствия 2, представлений (11) и (8) и леммы 7.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 2. Доказательство следует непосредствен-
но из следствия 3, представлений (12) и (9) и леммы 7.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 3. Как известно [27], для любых X ,Y ∈
∈ Kn, удовлетворяющих условию ρH(X ,Y) � R, верно включение

X ⊂ Y + Br
R(0).

Отсюда с учетом теоремы 1 следует теорема 3.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 4. Доказательство аналогично доказа-
тельству теоремы 3 при замене теоремы 1 на теорему 2.
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Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 5. 1). Пункт 1 следует из определения
операторной нормы и того факта, что максимум выпуклой функции дости-
гается на границе выпуклого множества [22]:

‖B′‖lnq = sup
u∈Ep(∞)

‖B′u‖r = sup
∞∑

k=1
|uk|p=1

(
n∑

i=1

∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

bikuk

∣∣∣∣∣
r) 1

r

=

=

⎛
⎜⎜⎝ sup

∞∑

k=1

|uk|p=1

n∑
i=1

∣∣∣∣∣
M∑
k=1

bikuk

∣∣∣∣∣
r

⎞
⎟⎟⎠

1
r

=

⎛
⎜⎜⎝ max

M∑

k=1

|uk|p=1

n∑
i=1

∣∣∣∣∣
M∑
k=1

bikuk

∣∣∣∣∣
r

⎞
⎟⎟⎠

1
r

.

2). В силу неравенства Гельдера из п. 1 следует п. 2:

‖B′‖lnq �

⎛
⎜⎜⎝ max

M∑

k=1
|uk|p=1

n∑
i=1

⎡
⎣(

M∑
k=1

|bik|q
) 1

q
(

M∑
k=1

|uk|p
) 1

p

⎤
⎦
r
⎞
⎟⎟⎠

1
r

=

=

⎛
⎝ n∑

i=1

(
M∑
k=1

|bik|q
) r

q

⎞
⎠

1
r

.

3). Также при M = 1 из п. 1 следует п. 3:

‖B′‖lnq =

(
max

|u1|p=1

n∑
i=1

|bi1u1|r
) 1

r

=

(
n∑

i=1

|bi1|r
) 1

r

.

4). При r = p = 2 операторную норму можно представить в терминах ска-
лярного произведения в R

n
2 :

(x, y) =

n∑
i=1

xiyi.

Тогда с учетом п. 1 верно представление(
‖B′‖lnq

)2
= max

u∈RM :
(u,u)=1

(Bu,Bu) = max
u∈RM :
(u,u)=1

(u,BTBu).

Согласно методу множителей Лагранжа [29] точка максимума рассматривае-
мой оптимизационной задачи u∗ ∈ R

M удовлетворяет следующим условиям:{∇ (
(u,BTBu) + λ(1− (u, u))

)
= 0,

(u, u) = 1,

{
2BTB − 2λu = 0,
(u, u) = 1,

{
(BTB − λI)u = 0,
(u, u) = 1.
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Тогда по определению u∗ является нормированным собственным вектором
матрицы BTB, соответствующим собственному значению λ∗, т.е.(

‖B′‖lnq
)2

= (u∗, BTBu∗) = (u∗, λ∗u∗) = λ∗.

П. 4 полностью доказан.
5). П. 5 следует из представления операторной нормы B′ и теоремы Рисса

о норме линейного и ограниченного функционала в lp [25]:

‖B′‖lnq = sup
u∈Ep(∞)

max
i=1,n

∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

bikuk

∣∣∣∣∣ =

= max
i=1,n

( ∞∑
k=1

|bik|q
) 1

q

= max
i=1,n

(
M∑
k=1

|bik|q
) 1

q

.

6). Для доказательства п. 6 учтем представление |γ| = max{γ,−γ} для
любого γ ∈ R и рассмотрим цепочку равенств

‖B′‖lnq = sup
u∈Ep(∞)

n∑
i=1

∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

bikuk

∣∣∣∣∣ = sup
u∈Ep(∞)

n∑
i=1

max
γi∈{−1;1}

(
γi

∞∑
k=1

bikuk

)
=

= max
γi∈{−1;1}

i=1,n

sup
u∈Ep(∞)

∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

(
n∑

i=1

γibik

)
uk

∣∣∣∣∣ = max
γi∈{−1;1}

i=1,n

( ∞∑
k=1

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

γibik

∣∣∣∣∣
q) 1

q

=

= max
γi∈{−1;1}

i=1,n

(
M∑
k=1

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

γibik

∣∣∣∣∣
q) 1

q

.

Теорема 5 полностью доказана.
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